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Topologia II. Examen I

Ejercicio 1 (7.5 puntos). Sea X,, = {x € R™™! : ||z| > 2} con la topologia usual
inducida.

a) Encontrar un retracto de deformacién de X,, distinto de X,, (detallar la re-
traccién y la homotopia).

b) Estudiar si X; = X,, cuando n > 2.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Sea X un conjunto con |X| > 2. Fijado zop € X se
considera la topologia
T={UCX:zg¢UtU{X}

JEs (X, T) contractil?
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Topologia II. Examen I

Solucion.

Ejercicio 1 (7.5 puntos). Sea X,, = {z € R""! : ||z|| > 2} con la topologia usual
inducida.

a) Encontrar un retracto de deformacién de X,, distinto de X,, (detallar la re-

traccion y la homotopia).

Si consideramos:

S={rcR":|z] =2}
y definimos H : X,, x [0,1] — X,, dada por:

H(xz,t)=(1—-t)x + 2t—
observemos que ||z|| # 0 para todo x € X,, asi como que:

2t
‘(1—t)x+2tﬂ =||xH( t+ﬂ):||x|\(1—t)+2t

>21—t)+20=2 VzeX, Vtel01]

1 (z, t)|| =

Por lo que H(z,t) € X, para todo (z,t) € X,, x [0,1], por lo que H estd bien
definida. Es claro también que H es continua, y observamos ademas que:

. H(ac,O):x Vo e X,.

» H(z,1) = ””GS\MGX

[ ] SlyES

y
H(y,l)—2—=y

En definitiva, si consideramos r : X,, — S dada por:
r(z) =H(z,1) = QHz—H
tenemos que H es una homotopia entre Idx, y ior (coni: S <— X,), por lo
que S es un retracto de deformacién de X,,.
Estudiar si X; & X,, cuando n > 2.

Para cada m > 1 tenemos que S, = {x € R™ : ||z|| = 2} es un retracto de
deformaciéon de X,,. Observamos ademas que la aplicacién f : S™ — S, dada
por:
flz) =2z
es un homeomorfismo, de donde deducimos que:
T (Xm) = m(Sm) = m(S™) Vm > 1
Ahora, si n > 2 tenemos por un lado que:

7T1(X1) = 7T1<Sl) =7

y por otro lado que:

m(X,) =2 m(S") = {1}

Por lo que X; y X,, no pueden ser homeomorfos.
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Ejercicio 2 (2.5 puntos). Sea X un conjunto con |X| > 2. Fijado zy € X se
considera la topologia

T'={UCX:20¢U}U{X}
.Es (X, T) contractil?

Si es contractil, pues si consideramos H : X x [0,1] — X dada por:

r sitel0,l2]
H(z,t) = { o site [lf21]

Si tomamos U € T

» Si U = X tenemos trivialmente que H!(X) = X x [0,1], que es un conjunto
abierto.

» S5i U # X tenemos entonces que xg & U, y:

{(z,t) € X x[0,1] : H(z,t) € U}
{(x,t) e X x[0,1]: (t = Ve NzoeU)V(t<loAnzel)}
{(z,t) e X x[0,1) : t < YAz e U} =U x|0,Y2]

Con U x [0, /2] un conjunto abierto, como producto de dos conjuntos abiertos.

H(U)

En definitiva, tenemos que H es continua, asi como que:
» H(z,0) =2 VzelX.
» H(z,1) =129 VzelX.

Por lo que H es una homotopia entre Idx y la funcién constantemente igual a x,
de donde {z(} es un retracto de deformacién de (X,T), por lo que este espacio
topoldgico es contractil.
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